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PAOLO ALUFFI 

Resume. Nous introduisons une notion de groupe de proChow des varietes, qui reproduit 
la notion de groupe de Chow pour varietes completes, et est fonctorielle par rapport aux 
morphismes arbitraires. Nous construisons une transformation naturelle du foncteur des 
fonctions constructibles vers le foncteur proChow, qui etend la transformation naturelle 
de MacPherson. Nous illustrons le resultat en donnant des demonstrations tres courtes 
pour (des generalisations de) deux faits bien connus sur le classes de Chern-Schwartz- 
MacPherson. 



1. Introduction 

Soit X une variete sur un corps algebriquement clos de caracteristique nulle. Des notions 
equivalentes de classe de Chern totale de X ont ete donnees independamment par Marie- 
Helene Schwartz ([9]) et par Robert MacPherson ([8]) pour les varietes algebriques com- 
plexes compactes, en homologie ; la definition a ete depuis etendue aux varietes algebriques 
completes sur tous corps algebriquement clos de caracteristique nulle, dans le groupe de 
Chow A*X de X. Nous appelons cette classe la classe de Chern-Schwartz-MacPherson 
(CSM) de X, denotee c SM (X). 

La classe de CSM coincide avec la classe de Chern ordinaire du fibre tangent quand X est 
lisse : csm{X) = c(TX)C\[X] dans ce cas. Elle satisfait egalement une propriete remarquable 
de fonctorialite : elle est definie comme la valeur c*(lx) prise par une transformation 
naturelle c* du foncteur des fonctions constructibles F vers le foncteur de Chow A*, sur 
la fonction constante 1.x- Alexandre Grothendieck et Pierre Deligne avaient conjecture 
l'existence de cette transformation naturelle ; MacPherson la construit explicitement dans 
[8], en utilisant d'autres invariants importants qu'il introduit dans ce travail. 

Dans cette note nous proposons une construction alternative des classes de Chern-Schwartz- 
MacPherson, dans un groupe 'enrichi' de Chow A*A" (le groupe de proChow) obtenu en 
prenant des limites appropriees des groupes de Chow ordinaires. Le groupe de proChow est 
un foncteur covariant par rapport a tous les morphismes (tandis que le groupe de Chow 
ordinaire est fonctoriel seulement par rapport aux morphismes propres) ; nous demontrons 
que la transformation de proCSM correspondante F ~* A* est naturelle par rapport aux 
morphismes quelconques. Si X est complete, le groupe de proChow de X est canonique- 
ment isomorphe au groupe de Chow ordinaire, et sa classe proCSM est egale a la classe de 
Chern-Schwartz-MacPherson. 

Notre definition est directe, sans reference aux invariants auxiliaires comme les classes de 
Chern-Mather ou l'obstruction locale d'Euler. Pour illustrer son utilisation nous donnons 
des demontrations tres condensees de deux resultats connus sur les classes de CSM, parus 
dans les C.R.A.S. : la formule du produit de Kwiecihski ([7]), et la formule de Ehlers- 
Barthel-Brasselet-Fieseler pour les classes de CSM des varietes toriques ([3]). 
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2. FONCTEUR PROCHOW 



Nous travaillons sur un corps algebriquement clos k de caracteristique nulle. 

Soit y une categorie de fc-varietes. Pour U dans y, soit S^u la categorie dont les ob- 
jets sont les ^-morphismes i : U — > Z % de J7 vers les varietes completes dans =5^, et les 
morphismes j i— > i sont les diagrammes commutatifs de fc-varietes 



ou 7r est un morphisme propre. Nous supposons que les conditions suivantes sur ^ sont 
verifiees : 

- pour tout U dans y et toute paire d'objets i,j de <5^y, il y a un objet k dans J^/ tel 
que k — > i et A; — > j, et A; : {/ > Z fc est une adherence (c'est-a-dire, /c est un plongement 
ouvert, et U = Z k ) ; 

- si J7 est lisse, on peut choisir l'adherence Z k comme ci-dessus et bonne : c'est-a-dire, Z k 
est lisse, et le complement Z k \U est un diviseur a croisements normaux et composantes 
lisses. 

Par exemple, ces conditions sont satisfaites pour la categorie de toutes les fe-varietes (en 
caracteristique nulle, par resolution des singularites) . 

Definition 2.1. Le groupe de proChow de U (par rapport a y) est la limite A^U := 



Concretement, un element p G AfU consiste en le choix d'un element p l dans le groupe 
de Chow (conventionnel) A*Z J pour tout i dans S^u, sujet a la condition de compatibilite 
Tx^fP = p l pour tout tt : j — > i. Nous disons que p 1 est la composante de p dans A.*Z l . 

Nous omettrons l'indice superieur y quand aucune ambiguite n'est probable ; le lecteur 
notera que le groupe de proChow depend de la categorie choisie y. Les faits suivants 
sont cependant independants de y (si y satisfait aux conditions de 'cofinalite' specifiees 
ci-dessus) et immediatement verifies : 

Lemme 2.2. Avec les notations ci-dessus : 

- Si U est complete, il y a un isomorphisme canonique A*U = A*U. 

- Pour specifier un element de A*U, il suffit de choisir un ensemble compatible de p l € 
A*Z l pour toute adherence i : U — > Z % dans y . 

- Si, en outre, U est lisse, il suffit de choisir un ensemble compatible de p % G A*Z l pour 
toute bonne adherence i : U — > Z % dans y. 

Chaque sous-schema B de U determine un element distingue [B] de A^U : pour chaque 
adherence j : U —>■ Z^ , on choisit la classe [B] e A*Zi de l'adherence de B dans Z^ ; ce choix 
est clairement compatible. Si U est complete, [B] £ A,(7 = A t (7 est la 'classe fondamentale' 
ordinaire de B. 

Le groupe de proChow A* = A^ est un foncteur y ~> Groupes Abeliens : si / : X — > Y 
est un morphisme dans y, alors j -t jo / induit un foncteur yy — > yx, et done un 
homomorphisme /* : A*X — > A^Y . Concretement, pour p € A*X et j : Y — > Z 3 dans 
yy-, la composante de f*p dans A^Z 3 est simplement egale a la composante de p. Si / est 
propre et X et Y sont completes, alors /* : A*X = A*X — ► A*y = A + y est le push-forward 
propre ordinaire des groupes de Chow. On note cependant que tandis que A* est fonctoriel 
seulement par rapport aux morphismes propres, le proChow A* est fonctoriel par rapport 
a tous les morphismes dans y. 




lim. A*Z*. 
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3. Classes proCSM 

Avec y comme dans la Section 2, et X dans nous definissons le groupe des fonctions 
y -constructibles (X) comme le groupe des combinaisons finies Z-lineaires des fonctions 
caracteristiques lj/ (ou HLu(p) = 1 si P & U, et si p G X \ U) ou U sont des sous-varietes 
localement fermees lisses de X, telles que les inclusions U C X sont des morphismes de S fi . 

Nous posons maintenant une condition supplemental sur 5? . Nous demandons que le 
push-forward conventionnel des fonctions constructibles (definies en prenant la caracteristique 
d'Euler fibre a fibre, voir [8] pour le cas complexe) preserve la oS^-constructibilite : c'est- 
a-dire, qu'il definisse un push-forward /* : V 9 (X) — > F tS/ (Y) pour chaque morphisme 
/ : X — > Y dans 5? . Nous exigeons egalement que 11 x soit ^"-constructible pour chaque X 
dans 5? . 

Sous ces conditions, F lS ^ definit (en caracteristique nulle !) un foncteur covariant ^> 
Groupes Abeliens, et chaque X dans 5? determine un element distingue \x G V y (X). Nous 
omettrons habituellement l'indice superieur 5? . 

Nous definissons maintenant un homomorphisme F(X) — > A*X, a i— > {a}, et un element 
distingue {X} := £ A t l. Nous commengons par le cas lisse : 

Definition 3.1. Soit U lisse, dans 5? . La classe proCSM de U dans k*U , notee {U}, 
est I' element du groupe de proChow determine par c(Slij(logD) v ) n [U] € A*J7 pour toute 

bonne adherence U de U dans S^u, ou D = U \ £/ est le diviseur a croisements normaux 
correspondant, et f^(logD) v designe le dual du fibre de formes differ entielles avec poles 
logarithmiques le long de D. 

Ce choix est compatible selon la section 2, comme on le demontrera dans le Theoreme 3.3 ; 
done il definit un element de A*f7, d'apres le Lemme 2.2. 

Soit maintenant X une variete arbitraire (e'est-a-dire, pas necessairement lisse) dans J?, 
et soit a £ F(X) une fonction constructible sur X. Soit a = Y2u m u^-Ui avec U lisse, 
localement fermee, i\j : U C X dans 5? , et mu € Z. 

Definition 3.2. La classe proCSM de a est la somme {a} = S ^2 U mjjiu*{U} € A*X . La 
classe proCSM de X est la classe {X} := 

Nous pouvons maintenant enoncer et demontrer le resultat principal de cette note. 

Theoreme 3.3. Avec ces notations : 

(1) Les choix donnes dans la Definition 3.1 sont compatibles : e'est-d-dire, si i : U — > 
IT et j : U — > U J sont des bonnes adherences de U dans 5?u , de complements 
D l , , et ir U % est un morphisme propre tels que i = 7r o j, alors 

tt* (c(^,(io g ^) v ) n [u j ]) = c(^(io g ^) v ) n [u\ 

(2) La Definition 3.2 est independante des choix : e'est-a-dire, si a = mtjTlu = 
^2 v nyl-v sont deux manieres d'exprimer a comme combinaison lineaire finie des 
fonctions caracteristiques des sous-varietes localement fermees lisses de X , alors 

Y l u m u i u*{ u } = Ey n v^*{^}- 

(3) L 'homomorphisme F(X) — > A*X , a i— > {a} donne dans la Definition 3.2 definit 
une transformation naturelle F ~> A* ; e'est-d-dire, _/*{«} = {/*(«)} pour chaque 
morphisme f : X — ► Y in 5^ . 

(4) Si X est complete, alors la classe proCSM de X est la classe de Chern-Schwartz- 
MacPherson conventionnelle : {X} = csm(X) £ k^X = A*X. 
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On peut demontrer le trois premiers points independamment du resultat de MacPherson 
en [8] ; cela est fait dans [1]. Dans le cas particulier des varietes completes et des fonctions 
propres, le troisieme point donne une transformation naturelle comme prescrite par la (ver- 
sion Chow de la) conjecture de Grothendieck-Deligne ; l'egalite des classes proCSM et des 
classes CSM pour les varietes completes decoule alors de l'unicite de cette transformation 
naturelle (qui est une consequence immediate de la resolution des singular ites). 

Nous presentons ici une preuve qui utilise le theoreme de MacPherson (c'est-a-dire, le 
fait que la transformation de MacPherson c* est naturelle), ce qui permet un raisonnement 
plus rapide. 

Demonstration. Si U est lisse, U est une bonne adherence de U, et D = U \ U, alors 

(t) c(^(lo g L>) v ) n [17] =c(%) eAjl . 

Ceci decoule facilement du fait que c* est naturel et d'un calcul explicite de classes de 
Chern; voir par exemple la Proposition 15.3 dans [6], ou le Theoreme 1 dans [2]. 

(1) decoule de (f), du fait que c* est naturel, et de la definition de push- forward des 
fonctions constructibles : 

7T* (c(^(l0g D l ) y ) n [tT]) = 7T,C.(%) = C7T,(%) = = Qog D>) V ) D [W] . 

La preuve des autres points est simplified par la version alternative suivante de la Defini- 
tion 3.2 : 

Lemme 3.4. Pour chaque z : X — > Z dans S^x, et chaque a G F(X), la composante de 
{a} dans A*Z est c*(z*(a)). 

Pour demontrer le lemme, on utilise (f) pour ecrire la composante de {U} dans A*Z, pour 
U lisse et zjj : U — > Z dans 5?, comme c^{zu *{^-u)) ■ Si a € F(X), alors a = Ylu m u^u, 
avec U lisse et l'inclusion U C X dans 5? ; done, pour chaque z : X —>■ Z, la composante 
de J2u m u{U} dans A*Z est Y^u m u c *( z *^u) = c *( z *(Y,u m u^u)) = c*(z*(a)), comme 
enonce. 

(2) s'ensuit immediatement, puisque c*(z*(a)) depend seulement de a, et pas de la 
decomposition a = Yl* m u^-U- D'ailleurs, si X est elle-meme complete, alors en prenant 
Z = X , z = idx, et a = Hx dans le Lemme 3.4, on trouve (4)- 

Enfin, le Lemme 3.4 implique (3). En effet, soit z : Y — > Z un objet quelconque de 
S^y ; alors w o / est un objet de S^x et, d'apres la definition de push-forward de groupes 
de proChow, la composante dans A*Z du push-forward est simplement egale a la 

composante de {a} dans A*Z. D'apres le Lemme 3.4, cette composante est c*((u> o /)*a) = 
c*(z* (/*(«))), et encore d'apres le Lemme 3.4 elle est egale a la composante de {/*(«)} dans 
A*Z, ce qui prouve (3). □ 

4. Exemples 

Nous illustrons le formalisme presente dans §2 et §3 en donnant des preuves tres cour- 
tes (et valides dans le cadre proCSM) de deux resultats connus sur les classes de Chern- 
Schwartz-MacPherson. 

Nous utiliserons des categories differentes, comme permis par les constructions donnees 
dans les sections precedentes. En notant par A* le foncteur proChow obtenu a partir de 5? = 
la categorie de toutes k- varietes, et par F le foncteur de fonctions constructibles sur cette 
categorie, on note que pour toute autre categorie 5? on a des homomorphismes canoniques 
F y (X) -» F(X), A*(X) Af (X), compatibles avec les transformations naturelles proCSM 
corr esp ondantes . 
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Le premier resultat est la formule de produit de Michal Kwieciriski. On prend pour 5? 
la categorie de produits X x Y (techniquement, de paires (X,Y)), oil I et 7 sont des 
&:-varietes, et dont les morphismes X\ x Y\ — > X 2 x Y 2 consistent en des paires (f,g), oil 
/ : Xi — > X 2 et g : Y\ — > Y 2 sont morphismes. Les conditions detaillees dans §2 et §3 sont 
clairement verifiees (en caracteristique nulle) , et on a done un foncteur A x de proChow et un 
foncteur F x de fonctions ^-constructibles. Le groupe F X (X x Y) consiste en des fonctions 
a <8> (3 definies par a <8> (3(x,y) = a(x)(3(y), oil a G F(X), (3 G F(Y") sont des fonctions 
constructibles (ordinaires). On note la classe proCSM correspondante par {a (g> /3} x . 

On voit en outre qu'il y a un homomorphisme canonique evident 

A,(i)»A,(r)^A, x (ixy) , 

(a, (3) >—> a ® (3 , induit par les produits exterieurs pour les groupes de Chow ordinaires ([4], 
§1.10). 

Theoreme 4.1. Soient X etY deux varietes, a G F(X), (3 G F(Y) ef a (g> /3 G F x (X x y) 
comme ci-dessus. Alors {a (g> /3} x = {a} <g> {/?}. 

Demonstration. Par bilinearite, l'enonce suit du cas a = TLfj, (3 = ly pour U, V 
sous-varietes lisses de X, Y resp. ; e'est-a-dire qu'il suffit de verifier que pour U, V lisses, 
et pour U, V bonnes adherences of U, V, de complements D = U \ U, E = V \ V, 

c (oJ 7xF (iog( J D + i?)) v ) n [u x V] = (c(^(io gJ D) v ) n p\) ® ( c (^(io g i5;) v ) n [F]) , 

et ceci suit immediatement du calcul standard des classes de Chern pour le fibre de formes 
differentielles avec poles logarithmiques. □ 

Le cas particulier dans lequel X etY sont completes reproduit le theoreme de Kwieciriski 
([7]), puisque dans ce cas-la tous les groupes de proChow dans l'enonce sont isomorphes aux 
groupes conventionnels de Chow (d'apres le Lemme 2.2), et les classes proCSM sont egales 
aux classes de Chern-Schwartz-MacPherson (d'apres le Theoreme 3.3). 

Notre deuxieme exemple est la formule de Fritz Ehlers pour la classe de Chern-Schwartz- 
MacPherson d'une variete torique; voir [5], p. 113, et [3] pour la preuve dans le cadre CSM 
conventionnel. Pour donner un enonce et une preuve dans le cas plus general de proChow, 
soit y la categorie de /c-varietes toriques, avec les morphismes T-equivariants. Le foncteur 
et les classes proCSM correspondants seront notes respectivement A T et {^} T ; la classe 
fondamentale de B C X dans Aj(X) sera notee [B\. 

Theoreme 4.2. Soit X une variete torique. Alors {X} T = Y1b&x/t\B] £ hJ(X), oil la 
somme porte sur I 'ensemble (fini) des T-orbites. 

Demonstration. Puisque X est l'union des T-orbites B nous avons {X} T = X^{-^} T > 
et par consequent il suffit de montrer que si B est l'orbite ouverte dans la sous-variete 
torique B C X alors {B} T = [B] G Aj(B) ; ce qui est equivalent a montrer que si B est 
une bonne adherence (torique) de B, et D = B \ B, c(0-L(log T>) v ) n [B] = \B] G A*(T7) : 
et ceci est vrai puisque J)^(log-D) est trivial ([5], Proposition, p. 87). □ 

Dans le cas particulier oil X est une variete torique complete, on retrouve la formule 
d'Ehlers. 

Le theoreme 4.2 admet (avec la meme preuve) une generalisation aux plongements toroidaux 
qui ne sont pas necessairement normaux. 
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